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Xulasa

Mogalods adi diferensial tonliklorin Pikar tsulu ilo hollin qurulmasi metodunun nozari asaslari
g0storilmis, istinad olunan teorem vo tokliflorin forgli toribati verilmis vo uygun isbat mexanizmi 6z
oksini tapmugdir. Diferensial tonliklorin hallinds ardicil yaxinlasmalarin verilmis ¢oxlugda miinta-
zom olarag hor hansi bir funksiyaya yigilmasi tadqiq olunmus vo bu yaxinlagsma zamani uygun
limitin integral tonliyin halli olmasi gostorilmisdir. Todqgigat zamani homginin miintozom yigilan
biitiin yaxinlasmalarin miioyyan diizbucaqlinin daxilinds yerlosmasi vo klassik nozariyyays asason
tonliyin hallinin yalniz mohdud oblastin daxilindon Konara ¢ixmadigi fakti izah olunmusdur.
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yvaxinlasma, miintazom yigilma
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Assessment of Errors in Solving Ordinary Differential
Equations Using the Picard Method

Abstract

The article shows the theoretical foundations of the method for constructing solutions to
ordinary differential equations using the Picard method, provides a different formulation of the
mentioned theorems and statements, and also reflects the corresponding proof mechanism. In the
solving differential equations, the uniform convergence of successive approximations to any
function from a given set is investigated and it is shown that the limit in this approximation is a
solution to the integral equation. In the process of research, it was also explained that all uniform
convergence of successive approximations are located inside a certain rectangle, and it was also
shown that, according to classical theory, the solution of the equation does not extend beyond only a
limited area.

Keywords: picard approach, existence and uniqueness of the solution, Lipschitz condition,
integral equation, successive approximation, uniform convergence

Giris
Diferensial tonliklorin inkisaf etmig zongin noazariyyasi riyaziyyatin digor inkisaf etmis sahalori
Vo tatbiqi ilo alagalidir. Bu nazariyyaya muxtolif tip diferensial tonliklorin Gmumi hallinin tapilmasi
Vo istigamatlor meydanina asason integral ayrilorinin qurulmasi (onun hondasi izahi) daxildir. Bu da
onu demaya oasas verir ki, ixtiyari birtartibli diferensial tonlik sonsuz sayda hollor ¢coxluguna ma
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likdir va har bir (XO’ yO) nogtasindon yalniz bir inteqral ayrisi kegir. (XO’ yO) nogtesindon kegan vo
y(X,) =Y, baslangic sortini 6dayan y'= f(x,y) diferensial tonliyinin hallinin varligi vo yeganaliyi
ticiin Kosi masalasinin ardicil yaxinlagsma metodu ilo toqribi olaraq hesablanmasinin miimkiinliiyi
Pikar torafindon isbat olunmusdur (Pontryagin, 1986). y' = f(x,y) tonliyinin ardicil yaxinlasma
metodu ilo hollin varlig1 f(x,y) funksiyasinin Y doayisonina nazoran Lipsits sortinin ddanilmasi ilo
isbat olunmusdu. Digar metodlarla hallin varligi teoremini timumi farziyyslorlo do isbat etmak olar
(Blandin, 2013, s. 2449-2451). Belo ki, hallin varlig: ti¢iin f (x,y) funksiyasinin har iki x vo vy
arqumentlorino nozoron yalniz kasilmozliyi sortini qoymaq olar. Ogor f(x,y) funksiyasma slavo
sortlor qoyulmasa, onda y(x,) =Y, baslangic sorti yalniz bir holli miayyan etmir, yoni yeganalik
teoremina ehtiyac qalmir (Petrovskiy, 2009). ©gar y’'= f(x,y)diferensial tonliyindo f(x,y)
funksiyasmm hor iki x vo yarqumentlorino nazoron yalniz kasilmozliyi sorti qoyularsa, onda
y(X,) =Y, baslangic sorti 6doyan he¢ olmasa bir hollin varligini isbat etmok olar.

Tadgiqat

Masalonin qoyulusu va tadqigati

Diferensial tonliklorin hallinin varhigi vo yeganoliyi teoreminin ¢oxlu sayda yazilis ifadoasi vo

isbat metodlar1 vardir. Bu teoremin isbat1 ti¢lin ovvalco Pikar teoreminin isbat1 verilir. Burada forz
edilir ki,

y'=f(xy) (1)
tonliyinin sag torafindoki f (x,y) funksiyasi
y(Xo) =Y (2)

baslangic sortini 6doyir. Pikar teoremi isbat edir ki, (1) tonliyinin sag torafindoki f(X,y)
funksiyasi miioyyon diizbucaqlinin daxilindo kasilmoazdir vo y-o g6ro Lipsits sortini 0dayir.
Diferensial tonliklorin hollinin varligi tigtin f (x,y) funksiyasmin yalniz kasilmoz olmasi kifayatdir
Vo Peano teoremi vasitasilo hallin varhigmin isbat1 f(X,y) funksiyasinin y-o g6ro Lipsits sortinin

odonilmasi sorti qoyulmadigda da miimkiindiir. Umumiyyatlo, hollin varligi teoremlori geyri-
konstruktiv xarakter dasiyir (Astashova, 2012). Ciinki bu teoremlor hollin varliinin neco
qurulmasini géstarmir, yalniz tonliyin hollinin varligin1 vo alavs olaraq basqa sortlorin do ddonil-
moasini, onun yeganaliyini vo kasilmoz olaraq tonliyin sag torafindon asili olmasmi gostarir. Ona
gora do hom riyazi fizika tonliklorinds, eloca do xususi toromali diferensial tanliklorin hallinds do
bu teorem hollin qurulmasi imkanini1 vermir. Pikar teoremi iso bu imkani1 tomin edir vo hoallin
qurulmasinin konsruktiv metodunu vers bilir (Egorov, 2005).

Bu moqgalods adi diferensial tonliklorin Pikar Gsulu ilo hallin qurulmasi metodunun nozori
osaslar1 gostorilmis, istinad olunan teorem va tokliflorin fargli toribati1 verilmis vo uygun isbat mexa-
nizmi 6z oksini tapmisdir.

Pikar teoremi. Forz edok ki, f(x,y) funksiyas: har hansi IT diizbucaqlisinda kasilmozdir vo

Lipsits sortini 6dayir. Yoani f(x,y) e C(H)m Lipy(H). Burada IT diizbucaqlisi

M={(x,y); [x=x|<a,|y—y| <b}
kimi toyin olunmusdur. Onda (1), (2) masalasinin [XO —h, x, + h] pargasinda halli var va bu hall
yeganadir.
Burada h=min (a, % , %j , M =sup| f(x,y)|, L-Lipsits sabitidir, yani agor
I1
IL>0,V(xY)(x,y)ell

ucln

[ f(xy)=fxy")
sorti ddonirss, onda f e Lip, (IT).

< L|yf _ yrr
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Bu teorem Uglin masalonin qoyulusunda digar teoremlordan forgli olaraq forz edilir ki, hallin
varlig1 vo yeganoliyinin isbati zamani yalniz f (X, y)eC(H)r\ Lipy(H) sortinin ddanilmasindan

istifado olunur. Bu sortlor teoremin isbatini sadslosdirir, hallin varligi vo yegansliyin toqgribi

yaxinlagma tisulu (Pikar {isulu) ilo isbat olunmasina imkan yaradir (Veysova, Pasayeva, Rasulova,
2020, s. 40-46).

Pikar teoreminin isbatina kegmozdon avval inteqral tonliklor hagqmnda lemmani isbat edak.
Lemma. y(x) funksiyasi yalniz va yalniz o zaman (1), (2) masalasinin hallidir ki, bu funksiya

=y =Y, + [ f(s,¥(s))ds 3
integral tonliyinin halli olsun.
Isbat: 1) Forz edok ki, y(x) funksiyas1 (1), (2) mesalosinin hallidir. (1) tonliyinin hor iki torofini
[XO , X] parcasinda inteqrallayaq.

X

[y(s)ds = [ £(5,y(5)) s

Xo

[ Y/(8)ds = y() - y(x) = y(x) - y(%) = [ (s, y(s)) ds

y(%) =Y, oldugundan y=y,+ I f (s, y(s))ds alnir. Buradan aydmn olur ki, kesilmozlik sorti
Odonir. y(x) diferensial tonliyin hallidirss, onda bu funksiyanin 6zii vo toromalori kasilmazdir,
demoli, (3) integral tonliyinin hollidir. Lemmanm 1) sorti isbat olundu. Indi iso oksini ishat edok.

2) Forz edok ki, y(x) funksiyasi (3) inteqral tonliyinin hollidir. Qeyd edok ki, (X, y(x))
inteqralalt1 funksiyas1 kasilmoz funksiyalarin kompozisiyasindan ibarat oldugundan alinir ki, yuxari

sorhoddi doyison olan inteqralin téromosi var vo bu téromo kasilmozdir. Belalikls, (3) integral
tonliyini diferensiallasaq,

y'=(yo+jf(s, y(S))dS] =y = f(x y(x)
alariq. Buradan alinir ki, y' kasilmozdir vo (1) tonliyini 6dayir. (3) integral tanliyinindon
gorundr ki, y(x,)=Y,. Bu da o demakdir ki, (2) sorti 6danir va y(x) funksiyasi (1), (2) mosalasinin
hallidir (Elsholts, 1991).
Lemma isbat olundu. Bu lemmanm isbatinda belo notico ¢ixir ki, Kosi mosalasinin hallinin
varligt vo Yyeganaliyinin isbatinin ovozino inteqral tonliyin varhigi vo yeganaliyi mosalasine

baxilmalidir (Belyayev, 2009, s. 3-10). Yoni (3) integral tonliyini 6doyan kasilmaz funksiyanin
varhigmi isbat etmok Kifaystdir. Bunun ii¢iin ardicil yaxinlasma iisulundan istifado edok. Burada

osason morkazi (X,,Y,) noqtesindo olan I1 diizbucaghsma baxilir ve nozoro almir ki,

[xo—a,x0+a] parcasina daxil olan elo bir[XO—h,XO+h] pargast var ki, bu pargada f(x,y)

funksiyas1 y-o nozoron kasilmozdir vo Lipsits sortini 6dayir. Isbat etmok olar ki, bu par¢ada Kosi
moasalasinin halli var vo yaxud bu hall verilmis par¢adan konara

: b 1
¢ixir (Astashova & Nikishkin, 2010). Par¢adan konarda hollin varhgi h=min (a’ﬁltj

sabitindon asili olaraq ya davam eds bilor ya da bu hollin varligi vo yeganaliyi pozula bilor. Teorem

[xo—h,x0+h],h=min(a,%,%j (4)

sorti daxilindo isbat edilir.
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Pikar teoreminin isbati: Verilmis sortlor daxilinde Pikar yaxinlasmasini quraq. Y(X,) =Y,

sifirinc1 yaxinlagsmadir. y:y0+jf(s, y(s))dsinteqral tonliyina asason n sayda yaximlagsmani
Xo

yazmag olar (Eltsholts, 1991).

Yi(X) = Yo + [ £(5,o(5)) ds

Xo

Y2(0) = Yo + [ (5, yi(5)) ds

Xo

Yn (X) =Yt _[ f(S, yn—l(s))ds

Xo
Qurulmus bu yaxinlagmalarin IT diizbucaqlisinon daxiline diismasini isbat etmok zoruridir. Bu
yaximlagmanin har birinds f (X, y) funksiyasmin y-in har bir cltlorina nazoran Lipsits sorti ddanir.
Ogor bu yaxmlagsmalarin [XO —h, X, + h] coxlugunda miintazom olaragq har hansi bir funksiyaya

yi1gilmast isbat olunarsa, onda bu limitin inteqral tonliyin halli olmasi tasdiq olunmus olur (Bufetov,
Goncgaruk, & llyashenko, 2019). Belslikls, burada magsad bu yaxmlagmalar1 vo onlarin miintazom
yigilmasini isbat etmokdir. ©vvalca isbat edok ki, biitiin yaxinlagmalar IT diizbucaqlisinin daxilindoa

yerlosir vo Yy, (X) bu diizbucaghnin daxilindon konara ¢ixmir (Blandin, 2015, pp. 1044-1050).
X €[x,—h, X, +h] tgtn (x, y,(x))eIva |y, — Yo| <b. Ogor n =10larsa, onda

X

[ £(s,yo(s))ds

Xo

X

[ £(s,%5(s))

Xo

b

< Jds| <M[x=X,|<Mh<M.—==b
M

|Y1_y0|:

Forz edok Ki, Y, ;(X) tigiin isbat edilmisdir ki, (X, Y, 4(X))€TI, yoni |y, — Yo|<b. isbat edok
ki, y,(X) tgiin dogrudur:

X

J 15 Yna(9)) s

Xo

X

[ 1(5,¥,4(5))

Xo

b

< -|ds|sM|x—x0|sMhsM-M=b

|yn _y0|:

{yn(x)} ardicilligmin miintozom |X— X0| <h sortinds yigilan olmasini isbat etmok Uglin S, =y,
xususi comlarini qurag.

Yo 0¥) + (%2 (%) = Yo )+ (¥2.(0) = Yo () -+ (Yo () = Vs (X)) -
So = Yo(X)
S =Yo(X) + (yl(x) - yo(x)) =S =¥i(X)
S, =Y (X) + (yl(x) - yo(x))+ (yz(x) - yl(X)) =S, = Y,(X)

S, = Yo () + (¥100) = Yo (X)) + (¥, (%) = Y, () + -+ (¥, (X) = Vo1 (X)) =S, = ¥, (X)

Siranin imumi haddinin modulunu induksiya ilo giymotlondirak. n =1 oldugda

X

[ £(s.(s))ds

)

[ (X) = Yo (¥) | = <M[x—x%|<Mh
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| yz(x) - yl(x) | =

JLf (s ,(8)) = (5, yo())] ds < [] (5. %,(8))~ f (5, %o(5))] [

| £(5,Y2())— (5, ¥5(8))] < Uys(s) = Yo (S)|

X X X X _ X 2 LMh2
[] (5, 2())= (5, o())|- [ds| < L |y1(5) = Y (5)|-[ds| < L [M [s = x, | -[ds| < LM | - o ,
V300 =y, (0| = |[[F(5,2(5) = T (s, %2(s))]ds < [| £(5,¥,(5)) = F(5,¥4(5))]- s
| £(5,2(8)~ £ (,¥,(8)) < LIy, (8) ~ ¥, )
: : : x=x L2Mh®
Xﬂ f(s,y,(s))— f(s,y,(s))||ds| < L;“yz(s)— y(s)|-[ds| < L XjM ls— x| -[ds| < L2M | 3i(°| S
Induksiyaya goro, |y, (X) — ¥, (X)|=L""M w olmasmin dogrulugunu farz edir
n!
| Y (X) = Y, (X)| Giiin giymatlondirmeoni isbat edak.
IACOEAGIE IR{CAAC)ERICAARO) R
| £(5,30(8))= f (5 Yo s ()< L] Ya(8) = Yo a(9))]
X aMpx=xt  Mx=x[" M
X'[| f(s,y,(s))— (s, Y,4(s))|-]ds| < L e L (no1) <L (n+1)

i LM % siras1 yigilan olarsa, onda |X— X0| <h vo i(yn(x) ~ ¥4 (X)) srrasi [Xo —h, %+ h]
n=0 " n=1

. : ) neapg N
par¢asinda miitloq vo mintozom yigilandir. Dalamber slamstino asason ZL” '™ — strasmin

n=0
yigilan olmasini yoxlayagq.
n n+l
u =L"'M n Ju . =L"M h—
n! (n+1)!
: n n! . nl 1
im L'M =Llim —~=LIlm —=0<1

oo (D! LMY s ()l noentd

hn
Buradan alinir ki, Z LM P sirast yigilandir. Demoli, S,(X)=Y,(X) comi [X0 —h, %, + h]

n=0
parcasinda miitlog vo miintozom olarag y(x) kosilmaz funksiyasina yigilir (Veysova, Pasayeva,
Rasulova, 2021, s. 50-57).

Isbat olundu ki, {yn (X)} funksiyalar ardicilligi |X— X0| <hve h=min (a, % )Olduqda kosilmoz

¥(x) funksiyasina miintozom olaraq yigilir. Bundan oalavs, IT diizbucaqlisinin gapali olmasindan
alinir ki, (X, y(x))eH.
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Indi iso y (X)=Y,+ _[ f(s, ynfl(s))ds ardicil yaxinlagsmasinin har iki torafindo n— oooldugda

limito kecak.

fm y,(x) = gignw{yo + [ £6,9,4) ds}

Xo

im ¥, () =9,(9, im y, ,(s)=,+(5) oldugundan

Ya(¥) = Yo + [ £(5, 9,4(5)) ds 5)

olar. Burada inteqral altinda limita ke¢cmoanin mimkinliyini isbat edok. Yoni isbat edok ki,
|X—X| <h olduqda,

i f(s, Y, 4(s))ds — j f(s,¥,4(s))ds

Xo

|X — X0| <h intervalinda y,(x) — y(x) mintozom y1gildigindan alinir ki,

Ve>0, In= N, vx:|[x—x|<h, |y,(X)-y(X)|<e.

X

[ 1(5,¥01(9))ds = [ (5,7, 4(s)) s

Xo

Axirme1 baraborsizlikds inteqralalt: ifads Lipsits sortini 6dayir:
[£(5.Y2(9) = (5.9 (9)) [ < LJYoa(9) - ¥ (5)]:

<

[1165.¥21(8)- £(5.5()) | s

Belaliklo,

j| f(s,y,4(s))— f(s,¥(s)) | ds|<Leh.

Buradan inteqral altinda limito ke¢gmonin miimkiinliiyii alinir. Bu iso 0 demokdir ki, y(x)
funksiyas1 (5) inteqral tonliyinin hollidir. Yoni verilmis diferensial tonliyin hollinin varlig:

h =min (a, % j sorti daxilinds isbat edilmis olur. Teoremi ifads edorkon geyd edilmisdir ki, hallin

varhigmi miioyyan edon intervalin qiymotlondirilmosinds Lipsits sabiti do daxil edilmalidir
(Matveyev, 2010). Lipsits sabitindon bu isbat prosesinds necas istifads olunmasimna baxaq vo hoallin
yeganaliyini isbat edok.

Hallin yeganaliyinin isbati: Burada da Kosi mosalasinin hallinin avazino integral tonliyin
hallina baxilir. Forz edok ki, (5) integral tonliyinin ¥(x) vo y(x) kimi iki holli var:

() =Yo+ [ f(5,9(s))ds vo §(x) =y, + [ f(s,F(s))ds

Bu tonliklori torof-torofo ¢ixsagq,
)=l <| [IF(s,9(5)— F(s,7 () | ds

Burada (s, y(s))<IT, (s, ¥(s)) eI olur va inteqralalt ifado
[ £(5.5(5)- £(5.7(9)[<U3(6)-F ()|

Lipsits sortini 6dayir. Onda
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Y(x) - § ()| < j [1(6.9(9)~ (5,7 (5)) [ds| <L st 509 ~F00)-h (6)

yazmaq olar. Qeyd edak ki, sup [¥(X) = ¥(x)| = 0. (6) barabarsizliyindon

[x=Xo|<h
‘surLly(x) y(x)| < Lhsup|y(x) - ¥ (x)|
(1—Lh) sup |y(x)-§(x)|<0

[x=Xo|<h

alinir. Yoni 1—Lh>0 oldugda, sup |y(x)-Y(x)|<0 olar. Bu iss 0 demokdir ki, h<% olduqda,

[x=Xo|<h
sup |V(X) - Y(X)| =0 = y(X)=y(x), |X— X0| <h vo h=min (a, %,% J . Bununla da verilmis
diferensial tonliyin hallinin yegansliyi isbat olundu.

Notica

Adi diferensial tonliklords hallin varlig1 teoremlarinin geyri-konstruktiv xarakteri fonunda bu
tonliklorin Pikar Usulu ilo hollin qurulmasi metodunun nozori osaslarina forqli yanasma torzi
gostorilmisdir.

Qoyulmus moasalonin sortlori daxilindo nozori olaraq isbat olunan tokliflor vo Gmumiyyatls,
mosalonin halli tasdiq olunmus klassik qaydalara tabedir. Hollin qurulma imkaninin tomin olunmasi
vo konsruktiv metodunun verilo bilmasi Gg¢ln istinad olunan teorem va tokliflorin forgli toribati
gostorir ki, uygun isbat mexanizmi biitiin ardicil yaxinlagsmalarin verilmis diizbucaqlinin daxilindo
yerlosirmasini va hallin bu diizbucaqlinin daxilinds yeganaliyini tesdiq edir. Qoyulmus masalonin
sortino asasan verilmis ¢oxlugda hallo ardicil yaxinlasmalarin miintozom olaraq yigilmasinin isbat1
bu limitin integral tonliyin halli olmasini tasdiglayir.
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